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Heutiges Thema

[fokale]Minima o
iG] Ve aE Hessematrix

Nebenbedingungen

Satz (Hinreichendes Kriterium)
Fiir f : R" — R C?-Funktion gilt:

grad(f)(X) = 0 u. H¢(X) pos. definit

=
f hat lok. Minimum bei X

Satz (iiber implizite Funktionen)
Fiir g : R x R — R C-Funktion
mit g(x,y) =0 gilt:

Satzitiber
implizite]Funktionen

0
—g(>"<, ¥) invertierbar

dy
= g(x,f(x)) =0 lokal um X

P '*'!,,',’g = 0 mit

:' i 1 B

; C*-Funktion

' (x, f(x))

* v
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Problemstellung ]
Welche 0,5-Liter-Dose ist die beste?

Welcher Zylinder braucht das wenigste Material?

Suche Minimum unter einer Nebenbedingung:
O(r, h) = Fliche(e) + Fliche(<) + Fléche(’ ‘) = 2712 + 2mrh

1
V(r,h) =nr*h= 5
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Allgemeines Problem
Lokale Extrema der Funktion f : R?> — R unter der Nebenbedingung

gx)=0, x= <X> ,
X2

Bedeutet: Lokale Extrema der Funktion f|g : G — R mit
G:={xcR?| g(x)=0}.

mit g : R? = R.

T2 A
f(z1,22) A

oo
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Erstes Ergebnis
Theorem (Methode von Lagrange)

Fir f : R> > R, g : R? - R C!-Funktionen und % = <;1> gilt:
2

f hat lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 bei X,
_l’_
grad(g)(x) # 0

=

Es gibt A\ € R mit grad(f)(X) = ) grad(g)(X) .

)

Beweisskizze
Ausfiihrliches Video:

jp-g.de/a345

&I
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Beispiel
Suche lokale Extrema von

1
f(x1,x2) = 2m(x2 + Xx1X2) mit Nebenbedingung g(x1,X2) = TxZxp — 5= 0.
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Allgemeines Ergebnis
Theorem (Methode von Lagrange)

Fir f :R" - R, g; : R" = R fiir j € {1,...,m} Cl-Funktionen schreiben
wir:

&1
g=1| : | :R"=>R™
g
Es gilt: "

f hat lokales Extremum unter den Nebenbedingungen g = 0 bei X
_l’_
rang(Jy(X)) = m
—

Es gibt \1,..., \m € R mit grad(f)(X) = Z)\J grad(g;)(X) .
j=1
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Umformulierung

Fiir C!-Funktionen f : R” - R und g; : R" — R fir j € {1,...,m}
definieren wir die Lagrange-Funktion:

A1
L(x,A\) =f(x)—A-g(x), A=
Am

Satz
grad(L)(Xx,\) =0
—

g(x) =0 wund grad(f)(X) = Z/\Jgrad(gj)()
j=1
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Ausblick

und|Maximal i implizite]Eunktionen

Eunktion M ultiplikatoren
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Aufgabe

Wir suchen die Extrema der Funktion f : R3 — R,

f(Xl, X2, X3) = 2x1 + 3x0 + 2x3,
auf dem Schnitt des Zylinders Z := {x € R® | x? + x = 2} mit der Ebene
E={xeR3|xg+x3=1}.
(a) Formulieren Sie dies als Nebenbedingungen g = 0.
(b) Skizzieren Sie die Menge G := {x € R® | g(x) = 0} in R3.
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle Punkte x € G, die Regularitatsbedingung
rang(Jg(X)) = 2 erfillt ist.
(d) Stellen Sie die Lagrange-Funktion L fiir das Extremwertproblem auf.
(e) Bestimmen Sie grad(L) : R®> — R.

(f) Bestimmen Sie alle Stellen X € R3, die die notwendige Bedingung fiir
Extremwerte erfiillen.

(g) Konnen Sie entscheiden, ob an diesen Stellen jeweils ein Maximum
oder Minimum vorliegt?
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